معارف 


١‏ - النهايات 


؛ ه نهايات مجموع أو جداء أو جاصل قسمة دالتين 


: ف 8 دالتان عدديتان؛ » عدد حقيقي أو عد أ ک4 
الجداول التالية تقدم المبرهنات المتعلقة بنهايات الدوال المقررة في السنة الثالثة من التعليم الثانوي. 


1 
1 


إذا كانت ۴)١9‏ | ۲ هي 


2-6 


إذا كانت |()] | 871 هي 


1 5-6 


| | إذا کانت f(9‏ ) هي 


۳ 
+00 


-00 


و ا هي 


'/ حيث 0 عو ') 


+00 


و 800 ) هي 


1 - النهايات - الاستمرارية 


] و عددان حقيقيان 


فإن ( 0)و + )۴) :87 هي 


ددا 
00+ 
00- 
00+ 
00- 


لا توجد نتيجة يمكن النص عليها. : 


فإن ا(د)و*(*)6 | :1 هي 


+00 


لا توجد نتيجة يكن النص عليها 


: ملاحظة : الحالات التي لا تسمح فيها المبرهنات بالنص على نتيجة تسمى حالات عدم التعيين؛ عددها‎ ٠ 


: أربعة و هي من الأشكال التالية : 


+00 -6 


0 x مه‎ 


0 ص 


o0 0 


د - ادبيت ادرب 5 


مهغارف 


ه التهايات و الحصر 
1. راق hs‏ هي دوال معرفة في جوار + حيث (×) 6 > (*)/ > (<) و ؛ / عدد حقيقي. 
إذا كان 7 > 4000 يريا = )ويب فإن 7- f00‏ . 
f 2‏ وق دالتان عدديتان معرفتان في جوار +٥٥‏ حيث (:) و< (:)] . 
إذا كان + = (×) و تا فإن + - (ن)مر يريا . 
3 ڳ وق دالتان عدديتان معرفتان في جوار +٥‏ حيث (×) و > (20)] . 
إذا كان 6 - )ىو 4 فإن »= )مر )نا . 
: ه نهاية دالة كثير الحدود 
f‏ دالة كثيرة الحدود معرفة على ۴ كمايلي : رة + رة +...+ ا" × ,۵ + "×۵ = )تر 
حيث #0 ,3 و ۸ عدد طبيعي غير منعدم. 
دنا (كتره) f09 = fir‏ يجا و ft (a)‏ = وما [ 04 
: ه نهاية دالة ناطقة 
f ١‏ دالةناطقةحيث  :‏ + ,3 + بر م ؛ 0ھ و 40ط 
E I b,x? + b,x" +...+ b,x + bo 1‏ 
*لاعم .PeN*,‏ 
f N e‏ - 7 ده f‏ - 7 
لدينا جع يدبلا - ۶09 ا د fr fC = it, (ir)‏ 


8 


: ه نهاية دالة مركبة 

:17 ق قال يتحت #وودة ا فوط وت أعناد حف آل د الل هد 
إذا كان ط = ودار lim‏ و= E)‏ فإن ؟ - )00) lim (gof‏ . 

:ه السلوك التثقاربي 

:ر دالةعددية معرفة على مجال من الشكل ]م+:3[ أو ]ةه[ 
حيث 3 عدد حقيقي مغلوم و دا عدد حقيقي. (&) المنحنى الممثل للدالة ر في مستو منسوب إلى معلم. 
٠‏ إذا كان + = (<)ث :8 ( أو - - (5:)0) ) فإن المستقيم ذا المعادلة 2 -* هو مستقيم 
مقارب للمنحنى ( €). يوازي محور التراتيب. 
.إذا كان ١‏ -(0)/ :8 ( أو ط = 00 :10 ) فإن المستقيم ذا المعادلة ١‏ -/1 هو مستقيم مقارب 
للمنحنى ( )؛ يوازي محور الفواصل. 
٠.‏ إذا كان (×) + م + ×" = ()/ حيث 7 . م عددان حقيقيان و 0 يم و 0 = (<)ب ٣1‏ 
( أو 0 = 17:00 ) فإن المستقيم ذا المعادلة م + ×۳ = لا هو مستقيم مقارب مائل للمنحنى (&). 


إذا كان m‏ = لكل إل و م - nf 09 - mx]‏ حيث 0 .م عددان حقيقيان و #0 "۳ 


فإن المستقيم ذا المعادلة م +×" - ل هو مستقيم مقارب مائل للمنحنى (€). : 
. إذا كان ۳ = f9‏ و + -[*م - f)‏ ]ا حيث 050 فإن (2) يل في قط : 
مكافئ منحاه هو منحى المستقيم ذو المعادلة ×0 = لاء 

. إذا كان 0 - 0 فأن (©) يقبل فرع قطع مكافئ منحاه هو منحى محور الفواصل. 

. إذا كان 0+ = m0‏ (أوم-) فإن (&) يقبل فرع قطع مكافئ منحاه هو منحى محور التراتيب 


|| - الاستمرارية 
f‏ دالة معرفة على مجموعة 0 3 عدد حقيقي غير منعدم من . | مجال محتوى في 0 . 
f ٠.‏ مستمرة عند ه يعني (3)] = (2)] 27 . 
f .‏ مستمرة على | يعني f‏ مستمرة عند كل عدد حقيقي 3 من 1 
٠‏ العمليات الجبرية 
ڳ وى دالتان معرفتان على مجال ١‏ 3 عدد حقيقي ينتمي إلى ا. 
. إذا كانت / وو مستمرتين عند 2 فإن الدالتين م f+‏ و و × مستمرتان عند ه. 
, .إذا كانت م مستمرة عند ه و0 #(8)3 فإن الدالة 1 مستمرة عند ه. 
.إذا كانت f‏ وى مستمرتين عند د و 0 #و(8)3 فإن الدالة لد مستمرة عند . 
. إذا كانت f‏ مستمرة عند وق مستمرة عند (ه)؟ فإن الدالة هق مستمرة عند 3. 
. الدوال كثيرة الحدودء 511, وه ؛ |×| جاءا مستمرة على R‏ . : 
. الدوال الناطقة مستمرة على كل مجال من مجموعة تعريفها. 
. الدالة ×۷ جمءز مستمرة على المجال ]6+ : 0]. 
ه مبرهنة القيم المتوسطة 


ه التفسير الهندسي 
EE.‏ 0 = ب يقطع المنحنى الممثل للدالة ‏ في نقطة على الأقل» فاصلتها > 
تنتمي إلى المجال [ط : 8]. : 
ملاخظة : : . إذا كانت / مستمرة و رتيبة تماما على المجال [ط : 3] فإن من أجل كل عدد حقيقي ٍm‏ 
محصور بين (3)/ و (0)/ . يوجد عدد حقيقي © وحيد ينتمي إلى المجال [ط : 3] حيث "= () f‏ . 
.إذا كانت f‏ مستمرة و رتيبة تماما على المجال [ط : 8] حيث 0 (ھ) f‏ 
فإن المعادلة 0=(×)؟ تقبل حلا واحدا في المجال ]ط : 3[. 
RE RES se ea aed‏ 0 0 ا 0 20 


طرائق 


([© حساب نهاية مجموع أو جداء أوحاصل قسمة دالتين 


: تمرين 


احسب النهايات التالية : (8 + 2 - 1) :107 ؛ د + )ب ؛ 


م 


: حل 
ه خساب النهاية (2+9- 1( f‏ 
الدالة 2+8 -1جيم: معرفة على المجموعة +oo[‏ ; 0]10[0 ; -] . 


2 


لدينا 1= 11 ؛ 0- (2-)0ة ؛ 5-0 يي إذن 1=( +ع -د) f‏ . 


. ©) حساب النهاية ( اد‎ ٠ 
.[0 : +] معرفة على المجال‎ x ۷ + الدالة عللئلة‎ 
)0 لدینا 0 = ۷۴ا و 1 - لااد برا (لأن × د راء بجوار العدد‎ 
fy (Vx ب‎ Se) = 1 إذن‎ 
د‎ 3 


. fim 3x حساب النهاية‎ ٠ 
جاع)(1 ع ام‎ 2( 


الدالة جه يوسم معرفة على المجموعة (1: 2-) -5 . 
لدينا 3 = 3:0) 7 و 22-0 + .fim(x-1)(x‏ 

من أجل كل عدد × قريب من 1 حيث 1 >* ؛ 2(>0 +»)(1-»). 
و من أجل كل عدد × قريب من 1 حيث 1 << ؛ 2(<0 +<*)(1 -<). 
حسب المبرهنات المقدمة في الجداول السابقة ؛ 


. حساب النهاية (× + ) ب‎ ٠ 

الدالة «+ جم معرفة على . 

لدینا م = (mx‏ ق م = ع« lin‏ إذن 0 = (د+ fin (ê‏ . 
٠‏ خساب النهاية )»+ fê‏ 


لديئا fix = +o‏ و += × إذن + = (د + fn‏ 


e + 2( 
. fê +X) + mê +0 


جع ال 


© رفع حالة عدم التعيين : 
أحسب النهايات التالية : (1+ × +2 - ©«) :مها ؛ #ابحعد برق 5 
E‏ و ا 

0 ا‎ 102+ 3R) + fim1=cosx 

: xm X ل‎ 2 

حل 
٠‏ حساب النهاية (1+ × +2 ) :40 . الدالة 1 + × +2 ثمرجيير معرفة على 1. : 
لدينا + =(1+ x‏ + )0 و م ع (تد) يا 0 
المبرهنة المتعلقة بنهاية مجموع دالتين لا تسمح بإعطاء نتيجة. : 
من أجل كل عدد حقيقي × غير منعدم» ( ++ 1- )ند 1+ : 
لدينا +٥‏ =× ا و 2-1 + + 1 -) ‰4 0 
ينتج أن + = (1 +ع +ت - )يي . : 

کے اتشات اوا )8 الدالة ۷+ ×4 يرد معرفة على [1) - ۴ . : 
a‏ ا 2-1 0 

لدیتا ‏ مج = ( ۷+ ×4) بام .و ص+ = (1- f)‏ . 


المبرهنة المتعلقة بنهاية حاصل قسمة دالتين لا تسمح بإعطاء نتيجة. 
من أجل كل عدد حقيقي موجب قاما × يختلف عن 1 


. fim 4X +X =4  نذإ‎ 
E 1 


لدينا 0 = (× im )1 - co‏ و 0= fim?‏ . 
المبرهنة المتعلقة بنهاية حاصل قسمة دالتين لا تسمح بإعطاء نتيجة. 


: 5 دز 1 1-25 ف‎ ls RI 
.R {o} حساب النهاية کي س). الدالة جم معرفة على‎ ٠ 
: .1- وم‎ x = 26102 نعلم أن‎ 


2 
2 2 0 


4 سعد اسه و أله لع annee‏ وك وود ده ا تومو[ النهاياق -الاسسوادية. 


2s? xX Sma 
1-05 إذن من أجل كل عدد حقيقي × غير منعدم ؛ ) £ ڕ‎ 


limy = lim X =0: بوضع × = ل يكون‎ 


x0 x0 2 


سراد ا( د 


:8 1ن 
بسع اد 1=[ و . و بالتالي 


1- cos x د‎ 1 (TY 8د‎ 
23 


ه.حساب التهاية ) 308 +10 f‏ . الدالة ( ×۷ 3 + 1)0 × معرفة على ]6+ : 0[. 
لدينا 0= 1 fin‏ و م + - x)‏ 3 + ®( يرا . 
الى 


من أجل كل عدد حقيقي × موجب قاما ؛ 2 


xX 


لدينا 0+ = fin x‏ و 0= ش ا . إذن 0+ = 


: © إستعمال الحصر لحساب نهاية دالة 


احسب النهايات التالية ؛ 
n) + lim (2x - sinx)‏ 
: حل 


Xone 


نعلم أن من أجل كل عدد حقيقي #? S1‏ 
إذا كان 0 << فإن 1ك ×"اأئك1- و 
ينتج أن 1 +22 <S‏ عدار - 22 22-15 


fim 2+ cos x 
a ELS 


` 1ssin 
-1 s-sinx 1ك‎ 


fin(2x + 1) = + 7 {in(2x - 1( = +o لدينا‎ 


و1+<2 >< 22-511 22-15 . إذن + 


= مار - (2x‏ ل 


° Xero 


ه حساب النهاية lim(2x - sinx)‏ . الدالة (× si"‏ -22) جاx×‏ معرفة على 8 . 


F - )0[ حساب النهاية سيك) ب . الدالة 386 ياب معرفة على‎ ٠ 
.-1 ا أن كل عدد حقية 0 1 > 51 ك‎ 

من ن حقيقي 

إذا كان 0 <× فإن > لك > 1 . لدينا 0= 8414 =( 


x xX 


Xase 


lin EX o ù ا إذن‎ 


° x 


=)*¥ 3+( 1 
أ . ينتج أن (in 1 2+3) +٠‏ 


تساب النفائة >2 الدالة جوم بده ;10. 


من أجل أن كل عدد موجب تماما ×؛ 1ك ×> 1-.وبالتالي 5×53 +152 . 


ما أن 0 <75 على المجال ]+ :0[ فإن 


5 
3 > دم 4 


م 


كو 


بك 


@ حساب نهاية دالة مركبة 
نمرين 
احسب النهايات التالية : 
[im¥2x+3‏ ؛ ددحيو + fq sin 3x‏ . 
HR 4‏ 0 
حل 


3 +0 | حساب النهاية 3 +×۷2). الدالة .3 +۷2 جم معرفة على المجال‎ ٠ 
[3 : +] الدالة 3 +2 جم« المعرفة على‎ f لتكن‎ 
و و الدالة 2 جسن المعرفة على ا‎ 
(gof (x) = 2x+3 + [-3 +00 | لدينا من أجل كل عدد حقيقي × من المجال‎ 
. فإن »+= 3 +ع 2 ايريها‎ fy و + د‎ i)2x+ 3( = + بما أن‎ 
حساب النهاية ©< -2ت/رينبه].‎ ٠ 
الدالة ×- ۷2 جم معرفة على المجموعة ]+ ;1[ل ]0 ;ه-[.‎ ' 
. لدينا »+ = (× - )رما و ص+= لصت . إذن »+= ع - 0۴ص‎ 
. برها‎ x حساب النهاية‎ ٠ 
۴٩ - )0( الدالة 3 اد جر معرفة على‎ 
, من أجل كل عدد حقيقي × غير منعدم ا‎ 
. 0 بوضع ×3 = نلاحظ أن ل يؤول إلى 0 عندما × يؤول إلى‎ 
دنسم أن 1- ربا رذن ۹ے قود ب‎ 


و بالعالي .3 = (3) و برب أي 3= 3 . 


© البحث عن المستقيمات المقاربة للمنحنى الممثل لدالة 
نمرين 1 
ر دالة معرفة على [2-)-۴ كما يلي : ا = وار . 
و (©) المنحنى الممثل لها في المستوي المنسوب إلى معلم. 
1 .درس نهاية الدالة f‏ عن اليمين و عن اليسار عند 2- . ماذا تستنتج؟ 
2.عين ثلاثة أعداد حقيقية 3. ا و > حيث من أجل كل عدد × من [2-)-8 ؛ 


جع + ط+ءة = 00ل . 
3.استنتج أن المنحنى (&) يقبل مستقيما مقاربا مائلا يطلب تعيين معادلة له. 


ا 2 1 1 121 1 ز 1 Ee‏ ا ل 0 


: تمرين 2 


حل 


طرائق 

1. الدالة f‏ معرفة على [2 -] - © . لدينا 13 =(1 +<3( ؛ 0 < 13 . 0= )2 f (x+‏ . 
إشارة 2 +× ملخصة في الجدول المقابل . 2 

ينتج أن += [inp f(0)‏ و fm, ])2( - ١‏ 
و بالتالي فالمستقيم ذو المعاذلة 2-= × هو مستقيم مقارب للمنحنى (&). (يوازي محور التراتيب). 
2. باستغمال القسمة الإقليدية لكثير الحدود 1 +32 على كثير الحدود 2 +× نجد حاصل القسمة 
هو 32-6 و باقي القسمة هو 13 . 

إذن من أجل كل عدد حقيقي * من [2-)-۴ ؛ 13 + 3-6 =1 

و بالتالي من أجل كل عدد حقيقي × من (2 ]5-1 ؛ 3 + 3-6 = ور 

ينتج أن الأعداد 3 ا و المحققة للشرط هي 8-3 ؛ 6-- 8 و13 <2». 

(مكن الحصول على الأعداد 3: ط و > باستعمال شرط تساوي كثيري حدود). 

3. استنتاج أن المنحنى () يقبل مستقيما مقاربا مائلا. 


fin f) = fim 3x =o و‎ 1:00 = fin 3# - (in 3x = +” لدينا‎ 
x< 


fm _13_ -0 نلاحظ أن 604-13-0 و‎ 
E E ون‎ E 


ينتج أن المستقيم ذا المعادلة 3-6 -, هو مستقيم مقارب مائل للمنحنى (©). 


نعتبر الدالة و المعرفة على ۴ كما يلي : 1 + × + 2/ = () وى و(,&) المنحنى الممثل لها 
في المستوي المنسوب إلى معلم. أثبت أن المنحنى (,) يقبل مستقيما مقاربا مائلا بجوار + . 


مجموعة تعريف الدالة f‏ هي © لأن من أجل كل عدد حقيقي <*, 0 < 1 + × + 12 . 
لدينا + =(1 + ×+ ®( fim‏ إذن + = 1 + fim? + x‏ و بالتالي + = (:) وكا 


. fm 40 حساب‎ ٠. 
526 ES 
Xx, a 1 

لدينا من أجل كل عدد حقيقي × غير منعدم ؛ ي 1+1 EE‏ 60 


إذن 1= 1+2 + ا ب - 10 . 


8 )«( - لدينا من أجل كل عدد حقيقي × عد - 1 +2« + 22/ - عد‎ im [400-×] حساب‎ ٠ 
_ ) + ×+ 1 -X()0 + × + 1 + ود‎ 


2 +x+1+x 


x+1 2 x + 1+1 


ess xr: 1+) s+ 
E e PEE E ا‎ 


لينا 1=(+ )ب و 2 lee‏ إذة + د [ع-200] بين 


Xoo 


نستنتج أن المستقيم ذا المعادلة + = مستقيم مقارب للمنحنى ( ,€) بجوار + . 
تمرين 3 
هي الدالة العددية المعرفة على ۴ كما يلي ٠‏ 5- تحن = 09 و( ©) المنحنى الممثل لها : 
في المستوي المنسوب إلى معلم. أثبت أن المنحنى ا ا مقاربا يوازي محور الفواصل. : 


حل 
٠الدالة‏ 6 معرفة على ۴ . 


ه حساب نهايتي 1 عند م و مهب . لدينا 


2-5 fm X1 
ب3 1ب2‎ 3 
fim f(x) = إذن + 0 تيس‎ 


و بالتالي المنحنى ( &) يقبل مستقيما مقاربا يوازي محور الفواصل معادلته 1 = ل . 
@ إثبات إستمرارية دالة عند عدد حقيقي 


ادرس استمرارية كل دالة من الدوال ٠ f‏ 8 و۸ التالية عند العدد ر×. 
5 ل = 00 إذا كان 1× و 2-(1)/. 1 
e .2‏ إذا كان 0× و 0(=0)و. - 0دود 


8 2 )0( إذا كان 43× و ۸)3(=4. 3 = 
x‏ 


حل 
1.الدالة f‏ معرفة على 5 . 
«حساب (٭) )ا لدينا 0= (1-) روه و 1(=0-×¥) . 
إذن لا توجد مبرّهنة تسمح بإعطاء النتيجة (أي توجد حالة عدم التعيين). 
لدينا من أجل كل عدد × يختلف عن 1 ؛ 


: x×- ے1‎ _)×-1()/× + 1( _ )×- +1 5-7 

: دل‎ -1 (xX-1)(/x+ 1) x-1 

إذن 2 = (1 + ×۷( = ۶)0 ت . نعلم أن 2 = (1)/ و بالتالي الدالة f‏ مستمرة عند العدد 1. : 
2.الدالة ق معرفة على ۴ . 
سات ( .limg (x‏ لدينا 0 - 171)2:0] و 0= × 1۸١‏ ). لا توجد مبرهنة تسمح بإعطاء ء النتيجة.؛ 

2x ۳‏ 
لدينا من أجل كل عدد حقيقي × غير منعدم» INES‏ 1 : 
تاجف فالوس اد lana‏ ..............1 > النهايات - الاستمرارية , 5 


نارين و حلول نمودجیه 
نعلم أن 1 1اد برها إذن 2 - كنك ي أي 2 - ومو :4 ٠‏ 

لدينا 0 = (0) و . إذن (0) و عب (:) ن:). و بالتالي الدالة ى ليست مستمرة عند العدد 0. 
3. الدالة ۸ معرفة على . 

n )x-3(=0 حساب (×) 101:0 . لدينا 2-0 - ×+ ابره و‎ ٠ 


لا توجد مبرهنة تسمح بإعطاء النتيجة. 


من أجل كل عدد حقيقي × يختلف عن 3 ؛ 2+ ))6 
x-‏ 
x)-4 1‏ +1( _ (2 + ×+2()/1 - ×+۷1) _ 


2+ 22 + + أل/)(3-») 2 +< + أ/)(3-خ) 
لدينا : 4-(2 + »«+1/)نيها إذن 4 x-2‏ + ب 
و بالتالي 4 = (0) 171). نعلم أن 4 - (6)3. 
ما أن (6)3 = 6:0 +7 فإن الدالة ٠١‏ مستمرة عند العده 3. 


: © إستعمال مبرهنة القيم المتوسطة 


حل 


بين أن المعادلة 0 -1 + × + تد تقبل حلا واحدا في المجال المفتوح ]0 :1-[ . 


1 


1 
9 


نعتبر الدالة f‏ المعرفة كما يلي : 1 + × + * - (0)]/ . 

ر معرفة على ۴ إذن f‏ معرفة على المجال المغلق [0 1 1-]. 

الدالة f‏ مستمرة على 1 ( لأنم/ هي مجموع دوال مرجعية معرفة و مستمرة على ۴) . 

إذن f‏ مستمرة على 5 .و بالتالي f‏ مستمرة على المجال [0 :1]. 

لدينا 1- -(0-1)/ و 1-(0)م/ إذن (1-)م/ و (0)م/ مختلفان في الإشارة. 

الدالة م قابلة للإشتقاق على ۴ و من أجل كل عدد حقيقي × › 1 + 3:2 = 00 . 

نلاحظ أن من أجل كل عدد حقيقي ‏ » 0 < (»)'۴ . و بالتالي الدالة f‏ متزايدة قاما على .R‏ 
ينتج أن الدالة f‏ متزايدة قاما على المجال [0 ;1-] . 

لدينا f‏ مستمرة و متزايدة تماما على المجال [0 : 1-] و (1-)م/ و (0)/ من إشارتين مختلفتين 
إذن المعادلة 0 -1 + × + © تقبل حلا وحيدا في المجال المفتوح ]0 : 1-[ . 


تمرين 1 
تر هي الدالة العددية المعرفة كما يلي : 1 + ×3 - © = (0)/ . 
ليكن 0 مجموعة تعريف ”و (,) المنحنى الممثل لها في المستوي المنسوب إلى المعلم ([,7 : ©) . 
1. عين مجموعة التعريف 0 للدالة ر و بين أن من أجل كل عدد حقيقي × من 2 
DE:‏ 
2.احسب اريس و f0)‏ 
3. بين أن المنحنى (,€) يقبل مستقيما مقاربا مائلا بجوار 0+. 
4. أثبت أن المنحنى (:2) يقبل مستقيما مقاربا مائلا بجوار ه-. عين معادلة لهذا المستقيم. 5 
م حك : 
ْ 1. تعيين مجموعة التعريف 0 للدالة كر . الدالة ر : معرفة إذا وفقط إذا كان 1<0 +»8 -2 . : 
دراسة إشارة ثلاثي الحدود 1 +32 - 2« . : 
5 =4 .0< إذن ثلاثي الحدود 1 + ×3 - © يقبل جذرين مختلفين في 1 هما : 2 3-65 ,6 
باستعمال المبرهنات حول إشارة ثلاثي حدود من الدرجة الثانية, 
ينتج أن 0 <1 +3 2د علي نا[ گے ره[ = 0. 


. 


كتابة 0)م. على الشكل +“ (3 -6//. ثلاثي الحدود 1 + 3 - د يكب على الشكل المرقجي: 
كما يلي : 27-5 ا 


إذن من أجل كل عدد حقيقي عداءمن f) = 6 3-5 4D‏ . 


` ff و‎ ff)  باسح.2‎ 

fin)? - 3x + 1) = + لدينا‎ 

إذد ٠‏ صم-1 +32 لبم وبالتالي مود 4/00 
لدينا أيضا + = )1 + fig)? - 3x‏ 

ينتج أن ص+ - 1 +3 - 02 إا وبالتالي م+- ار ي. 
3 إثبات: أن المنحتى (€) يقبل مستقيما مقاربا مائلا بجوار + ., 
لدینا + = ۴)0( 

شات 0 . 


Xeno 


ال ا 3 د E+‏ فيل . : 
1 رجش - ابيع إذن a‏ 1 3 
- النهايات - الاستمرارية 


تمارين و حلول نموذجية 
وجات [- fı [f0‏ . 


من أجل كل عدد حقيقي × موجب منن م fO)=x= 2# -3x+1-x=_-3*+1‏ 
عدج 1 + عرق 2 
3+4- __ ا ا 1 


لينا 3-=(3+1) س و 1=2+ + - 1ل إنن 2-= ]0-4 

ينتج أن المستقيم ذا المعادلة قر مستقيم مقارب للمنحنى (©) بجوار + . 

4. البحث عن مستقيم مقارب للمنحنى (7©) بجوار مه . لدينا ‏ مم+ - 4)0 

. f 0 وات‎ 

یامن آل كل عبد حقيقي: بد ساب مق :158 + (3+3-/)- ليل 

با أن 2+4 fn (f‏ فإن 1 0 يور . 

«جيناب fim [f(9 + x]‏ . من أجل كل عدد × سالب من © ؛ ×+ 1 + ×3 - ۷×۳ = × + (2)]. 
1 احا اع ووه 


FE 1 - 1 - 2+3. 1‏ 
لدينا 3-=)4 +3( fr‏ 5 2 -(1 عق - 1 ير إذن AOE‏ 


:+ و ا () يقبل مستقيما مقاربا مائلا معادلته ا . 


نعتبر الدالة f‏ المعرفة كما يلي : 2-*/-(*)م إذاكان 2< 
و f)(=>2+)×x+1‏ إذاكان ‏ 2>*. 

٠ :‏ عبن العدد الحقيقي 6 حتى تكون الدالة f‏ مستمرة عند العدد 2 
: حل 

الدالة f‏ معرفة على © . إذن الدالة f‏ معرفة عند العدد 2و 2(=0(گ. 

. 0 ])2( حساب‎ ٠ 

lim وام‎ = fim)? + Kx + 1) = 5 + 6 «fmf (0) = lim -ع7‎ 2 =0 

لدينا ونيا يعني 5+260 أي 6-5 . 

و بالتالي إذا كان 5--6 فإن 60-0 1گ (أي (2)][- وما[ (f:‏ 
ينتج أن إذا كان 22-5 فإن ‏ (2)]- fm f)‏ . 
الال اا۵ عر سضر مدد السدد 2 إذا وفقط إذا كان 3--2. 


العمليات على النهايات 
في التمارين من ©) إلى (7): يطلب حساب 
نهاية الدالة fعندما‏ يؤول × إلى العدد ه. 


© 1 +ع +2 - f(x)‏ ؛ 0 1= a‏ 
3x ©‏ + - و1 ؛ کو 0-ه 
O‏ + - 32 +28 = )م سمي + a.=‏ 


=+ 24 f(x) = Vx +1 -/X +2 K4) 
a= مر -0)/ بصب‎ (o 1-2) © 
دمر ب += ھ أو 1 2ه‎ 2 © 
0 
حيث 6)9 هر الجزء الصحيح‎ 00< E0 © 
O. 
في التمارين التالية من (8) إلى ® » يطلب‎ 
.3 تعيين نهايات الدالة ر عندما يؤول × إلى‎ 


. 3 2 +6 


1 1 2-4 

وک ےے :2ھ او 5-= 

f)» +0‏ هاو a‏ 
أو م+= ق أو ص-=ه. 

7ق ونم ؛ دورق 

كحك 0 و = ھ أو َة 
اهمد و أل مده 

2 + ۷ - )مر ؛ 6+ د ه. 

2 رار د سد 

کے : 1 -ة: 

= 

1 ؛ = 

5-0 9 f0 =a 


خم - مر ؛ 3-0 


sin x‏ - عا 605 1/3 _ و 
f= 1‏ ؛ 3 


tan 3X 


3-0 SR DX 


f=‏ ؛ 


المستقيمات المقاربة 
في التمارين من ©© إلى (8©. 

() هو المنحنى الممثل للدالة f‏ في معلم معطى. 
ادرس وجود المستقيمات المقاربة للمنحنى (:2). 
© | ب 

O 


2# 2 
-1 


100 - 


3 
2+1 


1= ور 


© 
Ls @‏ 
@ ع f(0) =x-‏ 
231 1 - 2/- وحار 
9 2+1 -22/د وار 
© نعتبر الدالة ر المعرفة كما يلي : 

f(x) = cos x -x 
1ء ادرس نهاية كل من × - 00م و )۳ عندما‎ 
. + يؤول × إلى‎ 
بين أن المنحنى (&) الممثللللدالة ل لا يقبل‎ 2 
. + مستقيما مقاربا في جوار‎ 
(لحساب (»)۴ 071 يمكن إثبات أن من أجل كل‎ 
)-1- <5 عدد حقيقي << ؛ * -1 ك5 (<ثر‎ 
الا ستمرارية]‎ 
في التمارين من (8© إلى(8©.‎ 


7 دالة عددية و م عدد حقيقي. يطلب دراسة 


f= 


استمرارية الدالة f‏ عند × . 

1 = 22-2 @ 

© × = ومر ؛ 0= ,× 

© عل = ومم ؛ إذا کان ۶0 × 
و f=‏ 


تمارين و مسائل 


© ا ورور :0 jS‏ 
خواص الدوال المستمرة على مجال 
© 1) ادرس تغيرات الدالة ت/ المعرفة على 
كما يلي : 4 - ×5 + 226 = («)ر. 
2 استنتج أن المعادلة 0= 4-×5 + <2 تقبل 
حلا واحدا في المجال المفتوح ]1 : 10 . 
69 نفس السؤال بالنسبة للمعادلة 
0= 1- ×+ . 

9 1) ادرس تغيرات الدالة f‏ المعرفة على 15 
كما يلي : 1 + ×3 - × = (×)گ. 
2) بين أن المعادلة 0 = (:)/ تقبل حلا واحدا 
في المجال ]1 ;1-[. 
© هي الدالة المعرفة كمايلي کو = وار 
بين أن المعادلة 2 = (×) f‏ تقبل حلا واحدا ,© 
في المجال ]3 : 2[. 
© بين أن المعادلة × -< 605 تقبل حلا 
واحدا في ۴ . 
© بين أن المعادلة 0 = 2 + × - 2 + 6 تقبل 
حلا واحدا في المجال المفتوح ]3 ; 1[ . 
مسائل 
f ©‏ هي دالة عددية معرفة كما يلي 

_ 5¥ 1 

و | 
1) عين مجموعة تعريف © للدالة f‏ و بين أنه 
توجد ثلاثة أعداد حقيقية «a‏ bوC‏ حيث من أجل 
كل عدد حقيقي × من ۵› 

کہ +( +«ة = 0ل . 
2 ليكن (:©) المنحنى الممثل للدالة / 


ققق في امستري اسوب إلى المعلم (7,7: 0). 


- عين معادلات المستقيمات المقاربة للمنحنى (,€). 
- حدد الوضع النسبي للمنحنى (/5) و المستقيم 
المقارب المائل له. 

@ كر «الؤعددية معرفة كما يلي : 

.meR + f(x) = V2 + 2x-3 + Mx 

عين نهايات الدالة f‏ عندما يؤول × إلى ه- أو مهم 
(ناقش حسي قيم الوسيط الحقيقي "). 

١ ©‏ هي الدالة العددية المعرفة كما يلي : 

f(x) = sin (%2 + xX + 1) 

أثبت أن الدالة ۸١‏ امستمرة عند كل عدد حقيقي × 
© ادرس كتلفط ر 


09 / هي دالة عددية معرفة على ([1)-۴ 

کا بی تلدع عه مار 

1 بين أنه يوجد عددان حقيقيان 2 و ا حيث 

من أجل كل عدد حقيقي په يختلف عن 1- ؛ 
)م f(x) = ax + b+‏ 

حيث 0 - 0( يايلا = 0ب 4 . 

2 عين نهايات الدالة f‏ عد حدود مجموعة 

تعريفها. 

3) عبن معادلات المستقيمات المقاربة للمنحنى (,€) 

الممثل للدالة ‏ في معلم (ر,1: ©). 

© طول حرف مكعب هو 05 × و أبعاد متواز ' 

المستطيلات هي 1٩۳‏ ">$ و © (4 + (3x‏ 

أوجد حصرا لقيمة × التي من جلها يكون حجم 

المكعب يساوي حجم متوازي المستطيلات. 


بين أن 3,6 > × > 3,5 . 


